
2023–2024 学年第 1 学期抽象代数 I 课程期末考试试卷
参考解答

一, 判断下列论断是否正确, 若正确, 给出简要证明, 否则举反例说明.

1. 若群 𝐺 的子群 𝐻 和 𝐾 满足 𝐾 ◁ 𝐻 且 𝐻 ◁ 𝐺, 则有 𝐾 ◁ 𝐺.

2. 有理数加法群 Q 不是循环群.

3. 若群 𝐺 为两个有限阶元素生成, 则 𝐺 为有限群.

4. 若群 𝐺 为无限群, 则 𝐺 作用在任意一个无限集 𝑋 上的轨道个数都是无限的.

5. 记 𝐺 为一个群. 记其中心为

𝑍(𝐺) := {𝑎 ∈ 𝐺 | ∀ 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎}.

若 𝐺/𝑍(𝐺) 为一个循环群, 则 𝐺 为一个交换群.

解. 1. 错误. 反例: 令 𝐺 = 𝑆4, 𝐻 = {𝑒, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, 𝐾 = {𝑒, (12)(34)}, 则有

𝐾 ◁ 𝐻 且 𝐻 ◁ 𝐺.

注意到 (12)(34) 的共轭类为 𝐻 中的非幺元构成的集合, 因此 𝐾 不是 𝐺 的正规子群.

2. 正确. 任取 Q 的元素 𝑝/𝑞 (𝑝 ∈ Z, 𝑞 ∈ N* 且 gcd(𝑝, 𝑞) = 1), 我们有⟨
𝑝

𝑞

⟩
=

{︂
𝑘𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ Z

}︂
,

则
1

𝑞 + 1 /∈ ⟨𝑆⟩.

(否则有 𝑘𝑝(𝑞 + 1) = 𝑞, 注意到若 𝑘𝑝 ̸= 0, 我们有 |𝑘𝑝(𝑞 + 1)| > |𝑞|. 若 𝑘𝑝 = 0, 则 𝑞 = 0, 均矛盾.
因此该等式不成立.)

3. 错误. 反例: 我们取 SL(2,R) 中两个元素

𝐴 =
[︂
0 −1
1 0

]︂
, 𝐵 =

[︂
1 2

−1 −1

]︂
则有

𝐴𝐵 =
[︂
1 1
1 2

]︂
注意到 |tr 𝐴𝐵| = 3 > 2, 且 det 𝐴𝐵 = 1, 因此有两个不同的互为倒数的特征根, 所以为无限阶.

4. 错误. 反例: 考虑 R 在 R 上的作用:

Φ : R × R → R
(𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥 + 𝑦

是可递的. 因此只有一个轨道. (群的左平移作用是可递的)



5. 正确. 由于 𝐺/𝑍(𝐺) 为循环群, 存在元素 𝑎 ∈ 𝐺, 满足 𝑎𝑍(𝐺) 为 𝐺/𝑍(𝐺) 的生成元, 因此

𝐺 = {𝑎𝑘𝑏 | 𝑘 ∈ Z, 𝑏 ∈ 𝑍(𝐺)}.

任取 𝑎𝑘𝑏 和 𝑎𝑙𝑐, 满足 𝑘, 𝑙 ∈ Z 以及 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍(𝐺), 我们有

(𝑎𝑘𝑏)(𝑎𝑙𝑐) = 𝑎𝑘+𝑙𝑏𝑐 = (𝑎𝑙𝑐)(𝑎𝑘𝑏).

因此 𝐺 交换.

注 0.0.1.
注意到 𝑍(𝐺) = 𝐺, 我们进一步得到循环群 𝐺/𝑍(𝐺) 实际上是平凡的.



二, 记 𝐺 为一个群. 任取 𝐺 的非空子集 𝑆, 我们考虑以下 𝐺 的子集

⟨⟨𝑆⟩⟩ :=
⋂︁

{𝑁 ◁ 𝐺 | 𝑆 ⊂ 𝑁},

即 ⟨⟨𝑆⟩⟩ 为所有包含 𝑆 的 𝐺 的正规子群的交集.

1. 试证明: ⟨⟨𝑆⟩⟩ ◁ 𝐺.

证明. 首先我们有
𝑆 ⊂ 𝐺 ◁ 𝐺,

因此
𝐺 ∈ {𝑁 ◁ 𝐺 | 𝑆 ⊂ 𝑁} ≠ ∅.

注意到子群对任意交封闭, 因此
⟨⟨𝑆⟩⟩ < 𝐺.

下证子群 ⟨⟨𝑆⟩⟩ 是 𝐺 的正规子群. 任取 𝑎 ∈ 𝐺, 𝑏 ∈ ⟨⟨𝑆⟩⟩, 由 ⟨⟨𝑆⟩⟩ 的定义, 任取 𝑁 ◁ 𝐺, 满足
𝑆 ⊂ 𝑁 , 都有 𝑏 ∈ 𝑁 . 由于 𝑁 为正规子群, 因此

𝑎𝑏𝑎−1 ∈ 𝑁.

由此可得
𝑎𝑏𝑎−1 ∈

⋂︁
{𝑁 ◁ 𝐺 | 𝑆 ⊂ 𝑁} = ⟨⟨𝑆⟩⟩.

因此
⟨⟨𝑆⟩⟩ ◁ 𝐺.

2. 记 𝑎 ∈ 𝐺 的共轭类为
[𝑎] := {𝑏 ∈ 𝐺 | ∃𝑐 ∈ 𝐺, 𝑏 = 𝑐𝑎𝑐−1}.

试证明: ⟨⟨𝑆⟩⟩ 为由 𝐺 的子集 ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎]

生成 𝐺 的子群.

证明. 由子群生成的定义, 我们有⟨ ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

:=
⋂︁ {︃

𝐾 < 𝐺

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎] ⊂ 𝐾

}︃

任取 𝑎 ∈ 𝑆, 注意到 ⟨⟨𝑆⟩⟩ 为 𝐺 的正规子群, 因此

[𝑎] ⊂ ⟨⟨𝑆⟩⟩.

我们有 ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎] ⊂ ⟨⟨𝑆⟩⟩,

进而有 ⟨ ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

⊂ ⟨⟨𝑆⟩⟩.



我们现在考虑另一个方向的包含关系. 注意到⟨ ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

= {𝑏1𝑎1𝑏−1
1 · · · 𝑏𝑘𝑎𝑘𝑏−1

𝑘 | 𝑘 ∈ N*, 𝑎1, ..., 𝑎𝑘 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆−1, 𝑏1, ..., 𝑏𝑘 ∈ 𝐺}.

任取 𝑐 ∈ 𝐺, 任取

𝑏1𝑎1𝑏−1
1 · · · 𝑏𝑘𝑎𝑘𝑏−1

𝑘 ∈
⟨ ⋃︁

𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

都有

𝑐(𝑏1𝑎1𝑏−1
1 · · · 𝑏𝑘𝑎𝑘𝑏−1

𝑘 )𝑐−1 = (𝑐𝑏1)𝑎1(𝑐𝑏1)−1 · · · (𝑐𝑏𝑘)𝑎𝑘(𝑐𝑏𝑘)−1 ∈
⟨ ⋃︁

𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

.

因此 ⟨ ⋃︁
𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩
◁ 𝐺.

由 ⟨⟨𝑆⟩⟩ 的定义可知

⟨⟨𝑆⟩⟩ ⊂
⟨ ⋃︁

𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

.

综上所述

⟨⟨𝑆⟩⟩ =
⟨ ⋃︁

𝑎∈𝑆

[𝑎]
⟩

.



三, 任取自然数 𝑛 ∈ N ∖ {0, 1}, 我们考虑 Z𝑛 中关于乘法可逆的元素构成的乘法群

𝑈𝑛 := {𝑚 ∈ Z𝑛 | ∃𝑘 ∈ Z𝑛, 𝑘 · 𝑚 = 1}.

1. 任取 𝑚 ∈ Z𝑛, 试证明 𝑚 ∈ 𝑈𝑛 当且仅当 gcd(𝑚, 𝑛) = 1.

证明. 任取 𝑚 ∈ Z, 注意到 𝑚 ∈ 𝑈𝑛 当且仅当存在 𝑘 ∈ Z, 满足

𝑘 · 𝑚 = 1,

等价地
𝑘𝑚 = 1 + 𝑙𝑛,

其中 𝑙 ∈ Z. 利用 Bezout 等式, 这等价于 gcd(𝑚, 𝑛) = 1.

2. 设 𝑛 = 𝑝 为一个素数. 试证明任取 𝑚 ∈ 𝑈𝑝 都有

𝑚𝑝−1 = 1.

证明. 注意到 𝑈𝑝 中有 𝑝 − 1 个元素. 利用 Lagrange 定理, 任取 𝑚 ∈ 𝑈𝑝, 都有

𝑜(𝑚) | 𝑝 − 1.

因此有
𝑚𝑝−1 = 1.



四, 记 𝐺 为一个群, 𝐻 为 𝐺 的一个子群. 考虑 𝐺 在 𝐻 的左陪集空间 𝐺/𝐻 上通过左平移得到
的作用:

Φ : 𝐺 × 𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐻

(𝑎, 𝑏𝐻) ↦→ (𝑎𝑏)𝐻

记
Φ𝑎 : 𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐻

𝑏𝐻 ↦→ (𝑎𝑏)𝐻

1. 试证明: 由 Φ 给出的群 𝐺 在 𝐺/𝐻 上的作用是可递的.

证明. 任取 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 注意到存在 𝑐 = 𝑏𝑎−1, 满足

Φ(𝑐, 𝑎𝐻) = (𝑏𝑎−1𝑎)𝐻 = 𝑏𝐻.

因此该作用是可递的.

2. 设 𝐺 为一个有限群. 记 𝑝 为整除 |𝐺| 最小的素数, 且 [𝐺 : 𝐻] = 𝑝. 考虑由 Φ 给出的群同态

𝜙 : 𝐺 → 𝑆𝐺/𝐻 .

𝑎 ↦→ Φ𝑎

记 𝑁 = ker 𝜙.
a) 试证明: 𝑁 ◁ 𝐻.

证明. 由于 𝑁 = ker 𝜙, 因此 𝑁 ◁ 𝐺. 任取 𝐾 < 𝐺, 满足 𝑁 < 𝐾, 都有 𝑁 ◁ 𝐾.
任取 𝑎 ∈ 𝑁 , 任取 𝑏 ∈ 𝐻, 我们有

𝑎𝑏𝐻 = 𝑏𝐻.

特别地, 令 𝑏 = 𝑒, 我们有
𝑎𝐻 = 𝐻.

这等价于 𝑎 ∈ 𝐻. 因此
𝑁 < 𝐻,

进而有
𝑁 ◁ 𝐻.

b) 试证明: [𝐺 : 𝑁 ] | 𝑝!.

证明. 利用群同态基本定理, 我们有

𝐺/𝑁 ∼= 𝜙(𝐺) < 𝑆𝐺/𝐻 ,

其中 𝑆𝐺/𝐻 为 𝐺/𝐻 的对称群. 因此我们有

[𝐺 : 𝑁 ] = |𝐺/𝑁 | = |𝜙(𝐺)|.

由于 [𝐺 : 𝐻] = 𝑝, 集合 𝐺/𝐻 中有 𝑝 个元素, 因此 𝑆𝐺/𝐻 同构于 𝑆𝑝, 有 𝑝! 个元素. 利用
Lagrange 定理, 我们有

[𝐺 : 𝑁 ] = |𝜙(𝐺)| | |𝑆𝐺/𝐻 | = 𝑝!



c) 试证明: 𝐻 = 𝑁 .

证明. 由于
𝑁 ◁ 𝐻 < 𝐺,

我们有以下指数之间的关系

[𝐺 : 𝑁 ] = [𝐺 : 𝐻][𝐻 : 𝑁 ] = 𝑝[𝐻 : 𝑁 ].

由于 [𝐺 : 𝑁 ]|𝑝!, 因此 𝑝 是 [𝐺 : 𝑁 ] 最大的素因子, 且唯一. 另一方面

[𝐺 : 𝑁 ] | |𝐺|,

因此 𝑝 是 [𝐺 : 𝑁 ] 最小的素因子.
因此 [𝐺 : 𝑁 ] = 𝑝. 由此可知 [𝐻 : 𝑁 ] = 1, 我们有

𝐻 = 𝑁.



五, 记 𝐺 为一个有限群, 𝑋 为一个非空有限集合且 |𝑋| > 1. 设 𝐺 在 𝑋 上有一个可递群作用

Φ : 𝐺 × 𝑋 → 𝑋

(𝑎, 𝑥) ↦→ 𝑎𝑥

记
𝐷 = {(𝑎, 𝑥) ∈ 𝐺 × 𝑋 | 𝑎𝑥 = 𝑥}.

任取 𝑎 ∈ 𝐺 和 𝑥 ∈ 𝑋, 我们记

Stab(𝑥) := {𝑏 ∈ 𝐺 | 𝑏𝑥 = 𝑥}
Fix(𝑎) := {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑎𝑦 = 𝑦}

1. 试证明: 任取 𝑥 ∈ 𝑋, 都有以下等式

|𝑋| = [𝐺 : Stab(𝑥)].

证明. 任取 𝑥 ∈ 𝑋, 注意到 𝐺 在 𝑋 上的作用是可递的, 任取 𝑦 ∈ 𝑋, 存在 𝑎 ∈ 𝐺, 满足

𝑎𝑥 = 𝑦.

记
𝐺𝑥,𝑦 := {𝑏 ∈ 𝐺 | 𝑏𝑥 = 𝑦}.

任取 𝑏 ∈ 𝐺𝑥,𝑦, 都有
𝑎−1𝑏 ∈ Stab(𝑥).

因此
𝑏 = 𝑎(𝑎−1𝑏) ∈ 𝑎Stab(𝑥).

考虑所有的 𝑏 ∈ 𝐺𝑥,𝑦, 我们就有
𝐺𝑥,𝑦 ⊂ 𝑎Stab(𝑥).

另一方面, 任取 𝑐 ∈ Stab(𝑥), 我们有

(𝑎𝑐)𝑥 = 𝑎𝑥 = 𝑦.

因此
𝐺𝑥,𝑦 ⊃ 𝑎Stab(𝑥)

我们进而有
𝐺𝑥,𝑦 = 𝑎Stab(𝑥).

由此我们可以构造以下映射
𝐹 : 𝑋 → 𝐺/Stab(𝑥)

𝑦 ↦→ 𝐺𝑥,𝑦 = 𝑎Stab(𝑥)

由于 𝐺𝑥,𝑦 = 𝐺𝑥,𝑦′ 当且仅当 𝑦 = 𝑦′, 因此这是一个单射. 另一方面, 任取 𝑎 ∈ 𝐺, 都有

𝐹 (𝑎𝑥) = 𝑎Stab(𝑥).

因此 𝐹 是满射. 由于 𝐹 是双射, 我们有

|𝑋| = |𝐺/Stab(𝑥)| = [𝐺 : Stab(𝑥)].



2. 考虑 |𝐷|, 试证明: 我们有以下等式

|𝐺| =
∑︁
𝑎∈𝐺

|Fix(𝑎)|.

证明. 注意到集合 𝐷 有以下不交并分解

𝐷 =
∐︁
𝑎∈𝐺

{𝑎} × Fix(𝑎).

因此
|𝐷| =

∑︁
𝑎∈𝐺

|Fix(𝑎)|.

另一方面,
𝐷 =

∐︁
𝑥∈𝑋

Stab(𝑥) × {𝑥}.

因此
|𝐷| = |𝑋||Stab(𝑥)|.

由之前的结论

|𝑋| = |𝐺|
|Stab(𝑥)| ,

我们有 ∑︁
𝑎∈𝐺

|Fix(𝑎)| = |𝑋||Stab(𝑥)| = |𝑋| |𝐺|
|𝑋|

= |𝐺|.

3. 试证明: 存在 𝑎 ∈ 𝐺, 满足
Fix(𝑎) = ∅.

证明. 若所有的元素 𝑎 ∈ 𝐺 都有
Fix(𝑎) ̸= ∅,

则对任意 𝑎 ∈ 𝐺 有
|Fix(𝑎)| ≥ 1.

因此
|𝐺| =

∑︁
𝑎∈𝐺

|Fix(𝑎)| ≥ Fix(𝑒) + |𝐺| − 1 = |𝑋| + |𝐺| − 1 > |𝐺|.

最后一个不等式是由于 |𝑋| > 1. 因此矛盾. 所以一定存在 𝑎 ∈ 𝐺, 满足

Fix(𝑎) = ∅.

例子 0.0.2.
考虑群 𝑆𝑛 在 {1, ..., 𝑛} 上的作用 (𝑛 > 1), 注意到作用是可递的, 其中 𝑛-轮换没有不动点. 考虑 𝑆𝑛

的一个可递子群, 即在 {1, ..., 𝑛} 上的作用是可递的. 例如一个 𝑛-轮换生成的循环群.
一个 𝑆𝑛 的可递子群不一定有 𝑛-轮换, 比如 {𝑒, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. 这个群作用在

{1, 2, 3, 4} 上是可递的. 注意到除了 𝑒 之外的 3 个元素都没有不动点. 这里有关系

4 = |𝐺| = Fix(𝑒) + Fix((12)(34)) + Fix((13)(24)) + Fix((14)(23)) = 4 + 0 + 0 + 0.



六, 记 𝑛 ∈ N ∖ {0, 1}. 考虑 𝑛-元对称群 𝑆𝑛 在 {1..., 𝑛} 作用. 任取 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛}, 我们记

Stab(𝑖) = {𝜎 ∈ 𝑆𝑛 | 𝜎(𝑖) = 𝑖}.

1. 试证明: 任取 𝑖, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑛}, 都有 Stab(𝑖) 和 Stab(𝑗) 在 𝑆𝑛 中共轭.

证明. 任取 𝑖, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑛}, 任取 𝜎 ∈ Stab(𝑖), 𝜏 ∈ 𝑆𝑛, 满足

𝜏(𝑖) = 𝑗,

例如 𝜏 = (𝑖𝑗), 我们都有
(𝜏𝜎𝜏−1)(𝑗) = 𝑗.

因此
𝜏𝜎𝜏−1 ∈ Stab(𝑗).

因此我们有
𝜏Stab(𝑖)𝜏−1 ⊂ Stab(𝑗).

交换 𝑖 和 𝑗 的角色, 考虑 𝜏−1, 以上结论告诉我们

𝜏−1Stab(𝑗)(𝜏−1)−1 ⊂ Stab(𝑖),

等价地, 我们有
Stab(𝑗) ⊂ 𝜏Stab(𝑖)𝜏−1.

因此我们有
Stab(𝑗) = 𝜏Stab(𝑖)𝜏−1.

2. 设 𝑛 > 4. 试证明: 任取 𝜙 ∈ Aut(𝑆𝑛), 若对任意 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛}, 都存在 𝜎𝑖 ∈ 𝑆𝑛, 满足

𝜙(Stab(𝑖)) = Ad𝜎𝑖
(Stab(𝑖)),

其中 Ad𝜎𝑖
为 𝜎𝑖 给出的内自同构, 则存在 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, 满足

𝜙 = Ad𝜎 ∈ Inn(𝑆𝑛).

证明一. 若作为集合, 我们有
𝜙(Stab(𝑖)) = Ad𝜎𝑖

(Stab(𝑖)),

则由于
Ad𝜎𝑖

(Stab(𝑖)) = Stab(𝜎𝑖(𝑖)).

注意到 𝜙 为同构, 任取不同的 𝑖, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑛}, 我们有

Stab(𝑖) ̸= Stab(𝑗),

因此有
𝜙(Stab(𝑖)) ̸= 𝜙(Stab(𝑗)).

因此 𝜙 给出了
{Stab(1), ..., Stab(𝑛)}

的置换. 考虑 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, 满足对任意 𝑖, 有 𝜎(𝑖) = 𝜎𝑖(𝑖),我们有

𝜙(Stab(𝑖)) = Stab(𝜎(𝑖)).



考虑 (12) ∈ 𝑆𝑛. 由于
(12) ∈ Stab(3) ∩ · · · ∩ Stab(𝑛),

因此
𝜙((12)) ∈ Stab(𝜎(3)) ∩ · · · ∩ Stab(𝜎(𝑛)),

即 𝜙((12)) 固定 𝜎(3), ..., 𝜎(𝑛). 由于 𝜙((12)) 非平凡, 我们有

𝜙((12)) = (𝜎(1)𝜎(2)).

类似地, 我们可以证明任取 (𝑖𝑗), 我们有 𝜙(𝑖𝑗) = (𝜎(𝑖)𝜎(𝑗)). 由于对换生成 𝑆𝑛, 我们有

𝜙 = Ad𝜎.

证明二:. 若题目为 "𝜙|Stab(𝑖) = Ad𝜎𝑖
|Stab(𝑖)"

考虑 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, 以及 Stab(1) ∩ Stab(2) 中元素在 𝜙 下的像. 由条件, 我们有

(𝜎1(3) · · · 𝜎1(𝑛)) = Ad𝜎1(3 · · · 𝑛) = 𝜙(3 · · · 𝑛) = Ad𝜎2(3 · · · 𝑛) = (𝜎2(3) · · · 𝜎2(𝑛)),

且任取 𝑘 ∈ {3, ..., 𝑛}, 我们考虑去掉 𝑘 剩下的元素给出的轮换 (3 · · · ̂︀𝑘 · · · 𝑛), 有

Ad𝜎1(3 · · · ̂︀𝑘 · · · 𝑛) = 𝜙(3 · · · ̂︀𝑘 · · · 𝑛) = Ad𝜎2(3 · · · ̂︀𝑘 · · · 𝑛),

因此任取 𝑘 ∈ {3, ..., 𝑛}, 我们有
𝜎1(𝑘) = 𝜎2(𝑘).

不妨设
𝜎1(𝑘) = 𝜎2(𝑘) = 𝑘.

若 𝜎1 ̸= 𝜎2, 我们不妨设 𝜎1(1) = 1, 且 𝜎2(1) = 2, 则有

𝜙(Stab(1)) = Stab(𝜎1(1)) = Stab(1) = Stab(𝜎2(2)) = 𝜙(Stab(2)),

矛盾. 因此 𝜎1 = 𝜎2. 对所有 {1, ..., 𝑛} 不同的数 𝑖 和 𝑗 做以上讨论, 我们可以得到

𝜎1 = · · · = 𝜎𝑛,

记为 𝜎 ∈ 𝑆𝑛.
因此任取 (𝑖𝑗) ∈ 𝑆𝑛, 我们有

𝜙(𝑖𝑗) = Ad𝜎(𝑖𝑗).

由于 {(𝑖𝑗) | 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛} 生成 𝑆𝑛, 因此

𝜙 = Ad𝜎.

3. 设 𝑛 > 4. 已知 𝐴𝑛 为单群. 试证明: 任取 𝑆𝑛 的子群 𝐻 和 𝐾, 满足

[𝑆𝑛 : 𝐻] = [𝑆𝑛 : 𝐾] = 𝑛,

则存在 𝜙 ∈ Aut(𝑆𝑛), 满足 𝜙(𝐻) = 𝐾.



证明. 我们考虑 𝑆𝑛 在 𝑆𝑛/𝐻 上的左平移作用.

𝐹 : 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛/𝐻 → 𝑆𝑛/𝐻

(𝜎, 𝜏𝐻) ↦→ (𝜎𝜏)𝐻

我们有群同态
𝑓 : 𝑆𝑛 → 𝑆𝑆𝑛/𝐻

𝜎 ↦→ 𝐹 (𝜎, ·)

由于 ker 𝑓 ◁ 𝑆𝑛, 我们有
ker 𝑓 = {𝑒}, 𝐴𝑛 或者 𝑆𝑛.

由于 ker 𝑓 ◁ 𝐻, 因此
[𝑆𝑛 : ker 𝑓 ] = [𝑆𝑛 : 𝐻][𝐻 : ker 𝑓 ] ≥ 𝑛 > 2.

由此可知 ker 𝑓 = {𝑒}, 同态 𝑓 为单射. 注意到

|𝑆𝑛/𝐻| = [𝑆𝑛 : 𝐻] = 𝑛,

因此 𝑓 为同构.
考虑作用 𝐹 在 𝐻 上的限制, 我们有 𝑓 给出了子群同构

𝑓(𝐻) = Stab(𝐻).

这里 Stab(𝐻) 为 𝑆𝑆𝑛/𝐻 中 𝐻 ∈ 𝑆𝑛/𝐻 的稳定化子.
类似的, 我们考虑 𝑆𝑛 在 𝑆𝑛/𝐾 上的作用, 则有群同构

𝑔 : 𝑆𝑛 → 𝑆𝑆𝑛/𝐾 .

进一步 𝑔 给出了子群同构
𝑔(𝐾) = Stab(𝐾),

其中 Stab(𝐾) 为 𝑆𝑆𝑛/𝐾 中 𝐾 ∈ 𝑆𝑛/𝐾 的稳定化子.
我们记

𝑆𝑛/𝐻 = {𝑎1𝐻, 𝑎2𝐻, ..., 𝑎𝑛𝐻},

以及
𝑆𝑛/𝐾 = {𝑏1𝐾, 𝑏2𝐾, ..., 𝑏𝑛𝐾},

满足 𝑎1𝐻 = 𝐻, 𝑏1𝐾 = 𝐾.
我们考虑集合 𝑆𝑛/𝐻 和 𝑆𝑛/𝐾 之间的将 𝐻 送到 𝐾 双射 𝜂: 任取 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛},

𝜂(𝑎𝑖𝐻) = 𝑏𝑖𝐾.

双射 𝜂 诱导了 𝑆𝑆𝑛/𝐻 到 𝑆𝑆𝑛/𝐾 的一个群同构 ̃︀𝜂. 任取 ℎ ∈ 𝑆𝑆𝑛/𝐻 , 我们有

̃︀𝜂(ℎ) = 𝜂 ∘ ℎ ∘ 𝜂−1.

注意到 ̃︀𝜂(Stab(𝐻)) = Stab(𝐾).

令 𝜙 = 𝑔−1 ∘ ̃︀𝜂 ∘ 𝑓 , 则有 𝜙(𝐻) = 𝐾.

4. 试证明: 以下两个叙述等价,



a) Inn(𝑆𝑛) = Aut(𝑆𝑛).
b) 任取 𝑆𝑛 的子群 𝐻 和 𝐾, 满足

[𝑆𝑛 : 𝐻] = [𝑆𝑛 : 𝐾] = 𝑛

都有 𝐻 和 𝐾 在 𝑆𝑛 中共轭.

证明. 由前边的结论知, 任取这样的 𝐻 和 𝐾, 都有 𝜙 ∈ Aut(𝑆𝑛), 满足 𝜙(𝐻) = 𝐾. 因此若
Inn(𝑆𝑛) = Aut(𝑆𝑛), 存在 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, 满足

Ad𝜎(𝐻) = 𝐾.

因此二者共轭.
反过来假设任意两个指数为 𝑛 的 𝑆𝑛 的子群都相互共轭. 任取 𝜙 ∈ Aut(𝑆𝑛), 则任取 𝑖 ∈
{1, ..., 𝑛}, 由于 Stab(𝑖) 在 𝑆𝑛 中的指数为 𝑛, 因此 𝜙(Stab(𝑖)) 也是指数为 𝑛 的 𝑆𝑛 的子群. 有
之前的结论知, 𝜙 ∈ Inn(𝑆𝑛).
因此 Aut(𝑆𝑛) = Inn(𝑆𝑛)

注 0.0.3.
这个题目给出了 𝑆𝑛 的自同构都是内自同构的一个充要条件. 我们在习题中证明了 𝑛 ̸= 2, 6 的时候,
𝑆𝑛 的自同构都是内自同构, 以上几个问题告诉我们, 此时, 所有 𝑆𝑛 的指数 𝑛 的子群都是某个 𝑖 的
稳定化子 Stab(𝑖).
另一方面, 我们也可以考虑 𝑛 = 6 的情形. 考虑以下几个命题:

命题 0.0.4
任取 𝑆5 的一个 5 阶子群 𝑃 , 我们有 𝑃 的正规化子

𝑁(𝑃 ) := {𝜎 ∈ 𝑆5 | 𝜎𝑃𝜎−1 = 𝑃}

满足 |𝑁(𝑃 )| = 20.

考虑 𝑆5 在 𝑆5/𝑁(𝑃 ) 上的左平移作用.

命题 0.0.5
该作用给出 𝑆5 到 𝑆6 的一个群单同态 𝜙.

命题 0.0.6
群 𝑆5 在 𝑆5/𝑁(𝑃 ) 上的作用是可递的.

推论 0.0.7
𝜙(𝑆5) 是 𝑆6 的可递子群.

推论 0.0.8
Inn(𝑆6) ̸= Aut(𝑆6).


