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一 、（本题 7 分）设𝑝(z) = 𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧𝑛−1+. . . +𝑎𝑛. 存在常数 M>0,满足当|z| ≤ 1时,有|𝑝(z)| < M.    

请证明：𝑝(z)的零点都在|z| < M + 1中. 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

 

得分 
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二 、（本题 15 分）假设函数 f(z)在圆盘 |z|<2 内解析. 当 z 在单位圆盘|z| < 1内时，请证明:   

（1）f(z) = i Im f(0) +
1

2π
∫  

eit+z

eit−z

2π

0
 (Re f(eit))dt. 

（2）f(z) −  f(0) =
1

2π
∫  

2z

eit−z

2π

0
 (Re f(eit))dt.  

假设 f(z)进一步满足在|z|=1 时，Re f(z) ≥ 0，请证明: 当 z 在单位圆盘|z| < 1内时有Re f(z) ≥ 0. 

 

 

              

 

 

 

                                                                                   

      

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得分 
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三 、（本题 10 分）设𝑓(z)在单位圆盘𝐷: |z| < 1 内解析. 设f(z)在D中的零点为𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 

（一个𝑝阶零点出现𝑝次）. 存在常数 M>0，满足对于任何|𝑧| < 1，恒有|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀. 

请证明：函数𝑓(𝑧)可以有更好的估计，即对于任何|𝑧| < 1，恒有|𝑓(𝑧)| ≤ M ∏ |
𝑧−𝑧𝑘

1−𝑧𝑘̅̅̅̅ 𝑧
|𝑛

𝑘=1 .     

 

 

 

 

 

              

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得分 

 



                                                                                         第  4  页，  共  5  页 

四 、（本题 10 分）记函数 f(z)在圆盘 |z|<2 内除了在单位圆周|z|=1 上有一个极点𝑧0外解析，且在 

单位圆盘|z| < 1 内有幂级数展开：f(z)=∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑧𝑛 , |z|<1.  

（1）假设𝑧0是 1 阶极点，请证明：
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
→ 𝑧0(n → ∞). 

（2）假设𝑧0是 2 阶极点，请问
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
→ 𝑧0(n → ∞)是否成立？若成立，请给出证明；若不成立， 

请说明理由或者举出反例. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得 分  
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五、（本题 8 分）设𝑓(𝑧)在𝑧 ≠ 0处解析，0 为𝑓(𝑧)的 n（>0）阶极点. 设𝑓(𝑧)在|𝑧| = 1上为实数. 

 请求出满足上述条件的所有的函数𝑓(𝑧)，写出𝑓(𝑧)的具体表达式.   

 

得分 

  


