
2021 级南开大学数学伯苓班动态进出试题——数学分析
考试时间：2022 年 9.25 日 8:30-11:30 满分 100 分

一、(10 分) 设由 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2yz − 2zx− 72 = 0 所确定的隐函数为 z = z(x, y)，求 z

的极值.

二、(15分)设 f(x)在 (−∞,+∞)上三次可导，且 f(x)和 f ′′′(x)均有界，证明：f ′′(x)在 (−∞,+∞)

上有界.

三、(15 分) 设 f(x) 在 (0, δ) 上可导，且 λ > 0.
(1) 若 lim

x→0+
(f(x)− λxf ′(x)) = 0，证明 lim

x→0+
f(x) = 0；

(2) 若 lim
x→0+

(f(x) + λxf ′(x)) = 0，是否一定有 lim
x→0+

f(x) = 0？证明你的结论.

四、(15分)设 D是 Rn上的 J 可测区域，f(X)是定义在 D上的可积函数，且 inf
X∈D

|f(X)| = m > 0，

sup
X∈D

|f(X)| = M，证明：

(∫
D

f 2(X)dΩ
)(∫

D

1

f 2(X)
dΩ

)
≤ [(m2 +M2)VJ(D)]2

4m2M2
.

五、(15 分) 设定义在 [a, b] 上的函数 f(x) 满足 lim
t→x

f(t) ≤ f(x)(其中在端点处即为单侧极限)
(1) 证明 f(x) 在 [a, b] 上有上界；

(2) 证明 f(x) 在 [a, b] 上取得最大值.

六、(10 分) 设 D = {(x, y)|x > 0, y > 0}，f(x, y) 定义在 D 上且 lim
x→0
y→0

f(x, y) = 0，设 {an} 为正项

数列，且 lim
n→∞

a1 + · · ·+ an
n

= 0，若对任意 m,n ∈ N∗，有 am+n ≤ f(am, an)，证明： lim
n→∞

an = 0.

七、(20 分) 求 α 的取值范围，使得 f(x) =

xα sin 1

x
, x > 0

0, x = 0
有原函数，并说明理由.
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